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The space of oriented geodesics in the 3-dimensional space form admits a neutral Kahler
structure naturally. In the case of the Euclidean space, Guilfoyle-Klingenberg investigated the
neutral Kahler structure, and derived some results which connect the submanifold geometry
of the Euclidean space and that of the space of oriented geodesics. Georgiou-Guilfoyle proved
similar results in the case of the hyperbolic space. In this note, introducing their results, we
show analogue results in the case of the sphere.
x 1. 導入
近年，n次元単連結空間形Mnの超曲面と，Mnの向き付けられた測地線の空間L(Mn)
の Lagrange部分多様体との間の関係が盛んに研究されている [A, AGK, Ge, GG1, GG2,
GK1, GK2, GK3, GK4, S1, S2]．測地線の空間 L(Mn)は (2n  2)次元多様体であり，さ
らにMnの等長変換群 Isom(Mn)のL(Mn)への自然な作用は推移的であるため，L(Mn)
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は Isom(Mn)の等質空間である．ユークリッド空間Mn = Rnの場合，L(Rn)に不変計
量が存在するとき n = 3もしくは n = 7であり，存在するのはその時に限る [S1]．非平坦
空間形Mn の場合は，任意の nに対し L(Mn)に不変計量が存在する．さらに，L(Mn)
の不変計量のなす空間の次元は，n 6= 3のとき 1であり，n = 3のとき 2である (Mn が
双曲空間の場合には [S2]を，より一般の場合には [AGK]を参照)．つまり，n = 3の場合
は他の次元の場合とは異なる状況が起こっている．また， Hitchin [Hi] により構成された




ている．従って，n = 3の場合，ミニツイスター空間にはKahler曲面 (L(M3); Jtw;
)の構
造が自然に導かれる．これから得られるKahler計量をミニツイスター計量と呼ぶ．3次元





[GK1, GK2, GK3, GK4]．また，Georgiou-GuilfoyleはM3 が 3次元双曲空間 H3 の場




[A] は Guilfoyle, Klingenberg や Georgiou とは異なる手法を用いて彼らの結果のうちい
くつかを任意の次元の空間形へと一般化した．本稿ではM3 が 3次元球面 S3 の場合に，
Guilfoyle, Klingenberg や Georgiou による手法を用いて得られる結果を紹介する．




り [GK2]，双曲空間 H3 の場合にも同様の結果が成り立つ [GG1]．x3では，ミニツイス
ター空間 (L(S3); Jtw)の複素構造に両立する複素座標系を明示的に記述し，球面の場合
にも同様に L(S3)のミニツイスター計量は共形平坦であることを紹介する (命題 3.4)．ま
たM3 = R3;H3 の場合，(L(M3); Jtw;
)の等長変換群の単位連結成分はM3 のそれと
同型であることが知られている (M3 = R3 の場合 [GK2, Theorem 1]，M3 = H3 の場合





R3;H3 の場合に知られている (M3 = R3 の場合 [GK2, Theorem 2]，M3 = H3 の場合
[GG1, Theorem 4] を参照)．ここでは，球面の場合にも類似の結果が従うことを示す (定
理 4.1)．
2次元多様体の L(S3)へのはめ込みを L(S3)の曲面，または測地線叢と呼ぶ．x5で
は，測地線叢の性質を述べる．まず，Guilfoyle-Klingenberg [GK1, GK2, GK3, GK4] や
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Georgiou-Guilfoyle [GG1, GG2, Ge] に従って，S3 の場合に測地線に沿う null枠を構成
する．この構成は S3 の群構造を用いるため，他の空間形の場合より簡素に記述される．
一般に 3次元空間形M3 の曲面は法測地線叢を介して (L(M3); Jtw;
)の Lagrange曲面
と対応する．この対応のもとで，M3 = R3; H3のWeingarten曲面は (L(M3); Jtw;
)の
ローレンツ平坦 Lagrange曲面と対応することが知られている (M3 = R3 の場合 [GK4,








シンプレクティック形式を導入する．最後に，Hitchin により導入された複素構造 [Hi] を
定義する．
3次元完備リーマン多様体 (M3; g)の単位速さを持つ完備測地線 1(t), 2(t) に対し，
ある実数 t0 が存在して
1(t) = 2(t+ t0)
 8t 2 R
となるとき 1(t) g 2(t) と表す．この同値関係 g による商集合









; a1; a2 2 C
)
と表し，4次元ユークリッド空間R4 とのベクトル空間としての同型写像
(2.1) R4 3 (x0; x1; x2; x3) !
 
x0 + ix3   x2 + ix1













を与えるとき，H は対応 (2.1)のもとでR4 と等長的になる．このとき，S3 = SU(2) =
fA 2H ; detA = 1gと実現される．スピン群 Spin(4)は SU(2) SU(2)と同一視される
が，S3 に
(2.2) S3 3 p 7 ! ApB 1 2 S3; (A;B) 2 SU(2) SU(2)
と等長的かつ推移的に作用する．
x 2.2. 球面の測地線の空間
球面の単位接束 US3 は US3 = f(p; v) 2 H H ; hp; pi = hv; vi = 1; hp; vi = 0g と
表され，射影
 : US3 3 (p; v) 7 ! p 2 S3
は S2-束を与える．球面 S3 の任意の測地線は (p; v) 2 US3 を用いて
(2.3) p;v(t) := (cos t)p+ (sin t)v
と表すことができる．これは，S3 の測地線の像はH = R4 の原点を通る平面と S3 との
交わりであることを意味するので，L(S3)はR4の向き付けられた 2次元部分空間全体の
グラスマン多様体 ~Gr2(R4)である．ここで ~Gr2(R4)は，US3 への SO(2)-作用
US3 3 (p; v) 7 ! ((cos t)p+ (sin t)v; (sin t)p+ (cos t)v) 2 US3
の軌道空間である．従って L(S3) = ~Gr2(R4)には，自然な射影
(2.4) ^ : US3 3 (p; v) 7 ! [p;v] 2 L(S3)
が滑らかな沈め込みとなるような可微分構造が一意的に定まり，このとき ^ は S1-束と
なる．
実際，L(S3) = ~Gr2(R4) は 3 次元複素射影空間 CP 3 内の複素 2 次曲面を Q2 と
同一視できることが知られている ([K, Section 2]を参照)．3次元複素射影空間 CP 3 の
Fubini-Study計量からQ2へ誘導されるリーマン計量G0はKahler-Einstein計量である．
定義 2.1 (標準複素構造). 同一視 L(S3) = Q2から誘導される L(S3)上の複素構
造 J0 を標準複素構造，Kahler計量 G0 を標準計量と呼ぶ．
複素 2次曲面Q2 はリーマン球面 C^ := C [ f1gの直積 C^  C^ と正則同型である．




(1 + jz1j2)2 +
2dz2dz2
(1 + jz2j2)2
と表すことができる．ここで，(z1; z2)は L(S3) = Q = C^  C^ の複素座標系を表してお
り，L(S3)の標準複素構造 J0 に両立する座標系である (cf. 命題 3.1 )．
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x 2.3. 標準シンプレクティック形式
一般に，リーマン多様体の単位余接束には自然に接触形式が存在する．これを用いて，
測地線の空間に標準的なシンプレクティック形式を定めよう．単位接束 US3の点 (p; v)に
おける接空間は
T(p;v)US
3 = f(X;V ) 2H H ; hp;Xi = hv; V i = hp; V i+ hX; vi = 0g
と表せる．このとき
(p;v)(X;V ) = hX; vi =  hp; V i ;
 
(X;V ) 2 T(p;v)USn

は US3 上の接触形式を定める．接触形式 を US3 の標準接触形式と呼ぶ．






標準複素構造 J0 に両立する複素座標系 (z1; z2)を用いて計算することにより，標準
的な Kahler 構造 (L(S3); J0; G0)のKahler形式は標準シンプレクティック形式 
と定数
倍を除いて一致することがわかる：
(2.7) G0 = 2
(J0; ):
x 2.4. ミニツイスター複素構造
3次元単連結空間形 (M3; g)の測地線の空間L(M3)において，点 []におけるL(M3)
の接空間は (t)の測地変分の 0(t)に直交する方向の変分ベクトル場全体と同一視できる
ので，(t)に沿う直交ヤコビ場全体 J?()と線型同型である．直交ヤコビ場全体 J?()
の線型変換 (Jtw)[] : J?()! J?() を
(2.8) (Jtw)[] (V ) := 
0  V (V 2 J?())
と定義すると，これは L(M3)の概複素構造を定めるが，Jtw は可積分である [Hi]．ただ
し，は計量 gから定まるM3 の接空間のベクトル積である．
定義 2.3 (ミニツイスター複素構造). 複素構造Jtwをミニツイスター複素構造，複




複素構造 J0が一致しないことを述べる (命題 3.1)．さらに，ミニツイスター複素構造 Jtw
に付随するKahler計量 (ミニツイスター計量，定義 3.3参照)の曲率 (命題 3.4)，等長変
換群 (命題 3.6)を記述する．
x 3.1. ミニツイスター複素構造に両立する局所座標系
x2:2 で紹介したように，(L(S3); J0) は C^  C^ と正則同型である．その同型写像 (
[F, Section 5:2] 参照) を用いることで，任意の向き付けられた測地線 [] 2 L(S3)は点
(z1; z2) 2 C^  C^ に対して [z1;z2 ]と表すことができることがわかる．ただし，z1;z2 は
(3.1) z1;z2(t) :=
1p
(1 + jz1j2)(1 + jz2j2)
 
eit + e itz1z2 e itz1   eitz2
 eitz1 + e itz2 e it + eitz1z2
!
で定まる測地線である．ここで，S3 = SU(2)と同一視している．
この明示的表示により，定義 2.3のミニツイスター複素構造 Jtw に両立する複素座標
系は，標準複素構造 J0 に両立する複素座標系 (z1; z2)を用いて，以下のように記述され
ることがわかる．
命題 3.1. 測地線の空間 L(S3)に対して
(3.2) (1; 2) := (z1; z2)
は，ミニツイスター複素構造 Jtw に両立する複素座標系を与える．
命題 3.1 は，式 (3.1) を用いて Jtw の定義式 (2.8) の通りに計算することにより得ら
れる．
命題 3.1により，ミニツイスター空間の点 (1; 2) 2 C^  C^ = (L(S3); Jtw) に対応
する測地線 1;2 は，式 (3.1)に (z1; z2) = (1; 2)を代入したものとして表すことがで
きる．球面 S3 = SU(2)の群構造を用いて計算することで，以下のことがわかる．
補題 3.2. ミニツイスター空間の点 (1; 2) 2 C^  C^ = (L(S3); Jtw) に対応する
測地線 1;2 は
1;2(t) =M(1) c(t)M(2) 1














 2 C^; t 2 S1

である．




計量である (式 (2.7)参照)．ここでは，ミニツイスター複素構造 Jtwと 
を用いて定まる
Kahler計量を導入する．
定義 3.3 (ミニツイスター計量). 標準シンプレクティック形式 





ミニツイスター空間 (L(S3); Jtw)の複素座標系 (1; 2)を用いると
(3.3) Gtw =
2d1d1
(1 + j1j2)2  
2d2d2
(1 + j2j2)2
と表せる．計算すると，Gtw の曲率テンソル Rの 0でない成分は
R1111 =
2






命題 3.4. ミニツイスター空間 (L(S3); Gtw; Jtw)は中間符号を持つKahler多様体
であり，共形平坦である．
この命題は，ユークリッド空間R3の場合 [GK2, Proposition 7]，双曲空間H3の場
合 [GG1, Theorem 2]の類似である．
x 3.3. 測地線の空間への群作用，等長変換群
測地線 [] 2 L(S3)，A, B 2 SU(2) に対して，A(t)B 1 が与える L(S3) の元
[A(t)B 1]は代表元 の取り方によらず定まる．これを A[]B 1と表す．従って，スピ
ン群 Spin(4) = SU(2) SU(2)の S3 への作用 (2.2)は測地線の空間 L(S3)への作用
(3.4) L(S3) 3 [] 7 ! A[]B 1 = [AB 1] 2 L(S3);
を自然に誘導する．この作用 (3.4)は座標系 (1; 2) の各成分のMobius変換を誘導する：
命題 3.5. リーマン球面の点 1; 2 2 C^ に対し




; A;B 2 SU(2)
となる．ただし A 2 SU(2)に対して，A ?  : C^ ! C^ はMobius変換を表す．
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注意. 一般に A1;2(t)B 1 6= A?1;B?2(t) である．
従って，S3の等長変換群はミニツイスター空間 (L(S3); Gtw; Jtw)の等長変換群の部
分群となっていることがわかるが，逆に次が従う．
命題 3.6. ミニツイスター空間 (L(S3); Gtw; Jtw) の等長変換群の単位元の連結成
分は，S3 の等長変換群の単位元の連結成分と同型である．
この命題は，ユークリッド空間R3の場合 [GK2, Theorem 1]，双曲空間H3の場合




3次元球面 S3 の線織面は S3 の測地線の 1-パラメータ族の軌跡で与えられる曲面な
ので，測地線の空間 L(S3)の曲線に対応する．ここでは，次が成り立つことを示す．
定理 4.1. 測地線の空間 (L(S3); Gtw; Jtw)の測地線は S3の極小線織面を生成する．
逆に，S3 の全測地的でない極小線織面は (L(S3); Gtw; Jtw)の測地線を与える．
定理 4.1 は，ユークリッド空間R3の場合 [GK2, Theorem 2]，双曲空間H3の場合
[GG1, Theorem 4])の類似である．
まず x4.1において主張の前半 (補題 4.3) を示し，次に x4.2では後半 (補題 4.4) を
示す．
x 4.1. 測地線の空間の測地線が生成する線織面
任意の測地線 ` 2 L(S3)に対して，点 1; 2 2 C^ が存在して ` = [1;2 ] (ただし，
1;2 は補題 3.2 参照) と表せていたので，すべての L(S3)の曲線 (s)は，ある球面曲
線のペア 1(s); 2(s) 2 C^ を用いて (s) = [1(s);2(s)]と表せる．従って補題 3.2 より，
線織面のパラメータ表示
(4.1) f(s; t) =M1(s)c(t)M2(s) 1
を得る．ここでは，このような線織面と L(S3)の曲線の対応を用いて，L(S3)のミニツ
イスター計量Gtwに関する測地線が S3の極小線織面を与えることを示そう．まず，補題
4.2で L(S3)のGtw に関する測地線を求め，それらが極小線織面を与えることを補題 4.3
で示す．
補題 4.2. 測地線の空間 L(S3) = C^  C^のミニツイスター計量Gtwに関する測地
線を (s)とする．このとき，(s)は L(S3)の適当な等長変換を施すことで，実数 a; bを
用いて次のように表すことができる：
(s) = (1(s); 2(s)) = (e
ias; eibs):
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従って，L(S3) = C^  C^ の測地線  : R I ! C^  C^ を (s) = (1(s); 2(s))とすると






















を満たすので，1(s); 2(s)は C^ = S2 の測地線もしくは定値曲線となる．
次に，L(S3)の測地線が生成する線織面が極小であることを示そう．
補題 4.3. 測地線の空間 L(S3)の測地線が生成する S3 の線織面は極小である．
証明. 補題 4.2より，L(S3) = C^  C^ の測地線 (s)は L(S3)の適当な等長変換を
施すことで，実数 a; bを用いて (s) = (1(s); 2(s)) = (eias; eibs) と表すことができる．
これを式 (4.1)に代入すると測地線 (s)が生成する線織面 f は




eit + ei((a b)s t) ei(as t)   ei(bs+t)




球面 S3 の極小線織面が与える測地線の空間 L(S3)の曲線は，ミニツイスター計量
Gtwに関する測地線であることを示そう．ここで，全測地的な曲面は全臍的であり L(S3)
の曲線を一意的に定めないため，ここでは除外する．
補題 4.4. 球面 S3の全測地的でない極小線織面は，測地線の空間 L(S3)の測地線
を与える．
証明. 極小線織面 f に対して，ある球面曲線のペア (1(s); 2(s)) 2 C^  C^ が存
在して，f を式 (4.1)のように表すことができる．このとき 補題 4.2 により，球面曲線
1(s); 2(s)の各々が定値曲線でないならば，C^ の Fubini-Study計量に関する測地線と
なることを示せば良い．すなわち，勝手に選んだ点 s = s0 において，f の f(s0; t)にお
ける平均曲率 H(s0; t)が消えるとき，1(s0) = 2(s0) = 0であることを示す．ただし，
1(s); 2(s)は C^ = S2 の曲線 1(s); 2(s)の各々の Fubini-Study計量に関する測地的
曲率を表す．
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1(s0) = 2(s0) = 0; 
0
1(s0) = a; 
0
2(s0) = b; (a; b 2 R)












a2 + b2   2ab cos 2t3
と表すことができる．従って
H(s0; 0) =












となり，Im(001(s0)) = Im(002(s0)) = 0を得る．一方で，球面曲線 1(s); 2(s)の s = s0
における測地的曲率 1(s0); 2(s0)は









注意 (極小線織面の分類). 補題 4.4，補題 4.3から，全ての極小線織面は式 (4.2)
で定まる曲面の開部分多様体であることがわかる．これは [La, Proposition 7:2] の \全て
の極小線織面は
(4.3) 	(x; y) = (cosx cos y; sinx cos y; cosx sin y; sinx sin y)2 S3  R4
で定まる曲面の開部分多様体である" という主張の別証明を与えている．実際，式 (4.2)
で定まる極小線織面 f において x =   (a+ b)s
2













測地線に沿う枠を求めたい．しかし，測地線は曲率が 0であるから Frenet 枠は定義
されないため，以下のように S3 = SU(2)の群構造を用いて構成する．
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補題 5.1. 測地線 1;2(t) を補題 3.2 のように表すとき， 2 S1 = R=2Z，
k = 1; 2; 3に対して 1;2(t)に沿うベクトル場 Ek(1; 2; t; )を













とおくと，fE1(1; 2; t; ); E2(1; 2; t; ); E3(1; 2; t; )g は 1;2(t)に沿う S3 の正規
直交枠である．
証明. ユークリッド空間R4 の標準基底は同一視 (2.1)を通じて以下のように表す
ことができる：
















従って，f1; 2; 3g は T0S3 の正規直交基底だから，任意の A; B 2 SU(2) に対して
















補題 5.1の正規直交枠 fE1(1; 2; t; ); E2(1; 2; t; ); E3(1; 2; t; )g に対し
(5.2) E3(1; 2; t; ) = (1;2)0(t)
となるので，E3(1; 2; t; )は  によらない．以後は  = 0 とし，E3(1; 2; t; 0)を E3 =
E3(1; 2; t)と表す．さらに，各 k = 1; 2に対して Ek(1; 2; t; 0)は tによらないので，以
後 Ek = Ek(1; 2)と表す．このとき正規直交枠 fE1; E2; E3gは
(5.3) Ek(1; 2) =M(1)kM(2) 1; E3(1; 2; t) =M(1)c0(t)M(2) 1:
(k = 1; 2)と表される．
記号の簡略のため，次の枠を導入する．
定義 5.2 (Null 枠). 3次元リーマン多様体 (M3; h ; i)の null 枠とは，M3の複素
ベクトル場 fe(0); e(+); e( )gで次を満たすものである：
 e(0) は実ベクトル場，e(+) は e( ) の複素共役，
































と定めると (M3; g)の null 枠である．従って，式 (5.3)のベクトル場 E1; E2; E3 に対して，
e; E を
(5.4) e := E3; E := E1   iE2
2
と定めると，fe;E; Eg は測地線 1;2 に沿う S3の null 枠である．このとき，次は直接
計算により確かめられる．
補題 5.3. 写像   : C^  C^  S1 ! S3 を  (1; 2; t) := 1;2(t) とし ( ただし，














ここでは，測地線の空間 L(S3)のミニツイスター複素構造 Jtw に関する測地線叢の
性質を記述する．
定義 5.4 (適合 null 枠). 測地線の空間 L(M3) の曲面に対して，M3 の null 枠
fe(0), e(+), e( )g が適合的であるとは，曲面の各点 []に対して 0 = e(0)であり，fe(0),
Re e(+), Im e(+)gの向きがM3 の向きに同調しているときをいう．
リーマン面2のL(S3)へのはめこみ F : 2 ! L(S3)に対し，2の複素座標 zを用










と定める．各 j; k = 1; 1; 2; 2に対して Jjkdz dz は 2 の複素座標 z の取り方によらない．
定め方から，各 j; k = 1; 1; 2; 2に対して次が成り立つ：
Jjj = 0; Jkj =  Jjk; Jjk = Jkj =  Jjk;
Jjj = j(j)zj2   j(j)zj2; J12J21 = J12J21   J11J22:
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補題 5.5. リーマン面2のL(S3)へのはめこみ F : 2 ! L(S3)に対し，2の複
素座標 zを用いて局所的に F (z) = (1(z); 2(z)) 2 C^  C^ と表す．このとき，f";E; Eg



































(1 + j1j2)2 +
2J21   2J21





(1 + j2j2)2 +
1J12   1J12





(1 + j1j2)2 +
J22




(1 + j1j2)(1 + j2j2)
で定められる関数である．































となる．これと (1(z);2(z))z = (1(z);2(z))z を合わせると従う．




re(+)e(+);e(0) ;  := 
re( )e(+); e(0)
と定め，[PR]にしたがって，を shear，K := Re を convergence，T := Im を twist
と呼ぶ．以下は直接計算により従うことがわかる．
補題 5.6. リーマン面 2 の L(S3)へのはめこみ F : 2 ! L(S3)に対し，2 の
複素座標 z を用いて局所的に F (z) = (1(z); 2(z)) 2 C^  C^ と表す．このとき，F の
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shear ，convergence K，twist Tは以下で与えられる：
 =   i

J12





(1 + j1j2)(1 + j2j2) ;














補題 5.7. 測地線の空間 (L(S3);
) の曲面が Lagrange はめ込みであることと，
twist が常に消えることは同値である．さらに，測地線の空間 L(S3) の曲面が S3 の曲
面の法線叢で与えられることと，twist が常に消えることは同値である．
補題 5.7 は，ユークリッド空間R3 の場合 [GK2, Proposition 10]，双曲空間 H3 の
場合 [GG2, Proposition 4, Proposition 5]の類似であり，それらと同様の方法で証明され
る．証明には，式 (5.10)や式 (5.7)を用いる．
補題 5.7より次が従う：
系 5.8. 測地線の空間 (L(S3);
)の曲面が Lagrangeはめ込みであることと，S3の
曲面の法線叢で与えられることは同値である．
球面 S3 の曲面の曲率と，その法線叢の shear, twist は次のような関係を持つ．
補題 5.9. リーマン面 2 の S3 へのはめこみ f : 2 ! S3 に対して，その法線叢




(1 + 2); jj = 1
4
j1   2j
となる．ただし，1; 2 は曲面 f の主曲率である．
補題 5.9 は，ユークリッド空間R3の場合 [GK4, Proposition 7]，双曲空間H3の場
合 [GG2, Proposition 7]の類似であり，それらと同様の方法で証明される．
補題 5.9により，K2   jj2 = 12=4 なので，曲面 f のガウス曲率K，平均曲率H
は以下のように表される：
(5.12) K = 12 + 1 = 4(K
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補題 5.10. リーマン面 2 の L(S3)へのはめ込み F : 2 ! L(S3)が，Jtw に関
して正則もしくは反正則となる必要十分条件は，F の shear が常に消えることである．
証明. リーマン面 2 の複素座標を z とし，局所的に曲面を F (z) = (1(z); 2(z))
と表すとき，その shear は式 (5.10)で与えられるので， = 0と J12 = 0は同値である
(J12 は式 (5.6)参照)．ここで










= det (Fz; Fz)
なので，もしF が Jtwに関して正則もしくは反正則ならば，J12 = 0である．逆に，J12 = 0
ならば式 (5.13)より，Fz と Fz が線形従属となってしまうので，Fz = 0もしくは Fz = 0
となる．
命題 5.11. 球面 S3 の曲面の法線叢で与えられる L(S3)の曲面が Jtw に関して正
則であるならば，全臍的である．
証明. 補題 5.10より，ミニツイスター空間 (L(S3); Jtw)の正則はめ込みは shear-free，
すなわち  = 0である．補題 5.9より，(L(S3);




命題 5.12. リーマン面 2 のミニツイスター空間 (L(S3);
; Jtw; Gtw) へのはめ
込みを F : 2 ! (L(S3);
; Jtw; Gtw)とする．このとき
 F が S3 の曲面 f : 2 ! S3 の法線叢のとき，Gtw の F による誘導計量は 2 上で
ローレンツ 計量もしくは退化し，退化する必要十分条件は f が臍点を持つときである．
 F が Jtw に関して正則のとき，Gtw の F による誘導計量は 2 上で半正定値であり，
退化する必要十分条件は F が 
に関して Lagrangeはめ込みのときである．
証明. 局所的に曲面を F (z) = (1(z); 2(z))と表し，誘導計量を F Gtw = Pdz2+
















となる．ここで，座標を z = u+ ivとして F Gtw = g11du2 +2g12du dv+ g22dv2 と表し
たとき det (F Gtw) = g11g22   g212 =  4(P P  Q2) なので
(5.15) det (F Gtw) = 162
 
T2   jj2
を得る．ただし，は式 (5.8)，shear , twist Tは式 (5.10)でそれぞれ与えられるもので
ある．従って，補題 5.7より，F が S3の曲面 f : 2 ! S3の法線叢のときには T = 0と
なるので，式 (5.15)から誘導計量は F Gtw =  162jj2 となり不定値となるか退化し
ている．補題 5.9より，F Gtw が退化することと f の主曲率が一致することが同値であ
ることがわかる．後半について，補題 5.10より，F が Jtw に関して正則のとき  = 0と
なるので，式 (5.15)から誘導計量は F Gtw = 162T2となり半正定値である．退化する
ための必要十分条件は，補題 5.7より従う．
球面 S3 の臍点を持たない曲面がWeingartenであるとは，
(5.16) d1 ^ d2 = 0
が成り立つときをいう．このとき，次が成り立つ．
定理 5.13. 測地線の空間 L(S3)の曲面 F : 2 ! L(S3)が S3 の臍点を持たない
曲面 f : 2 ! S3 の法線叢で与えられるとき，ミニツイスター計量から F により誘導さ
れる計量が平坦な ローレンツ 計量であるための必要十分条件は，f が Weingarten とな
ることである．
定理 5.13 は，ユークリッド空間R3 の場合 [GK4, Main Theorem 3]，双曲空間H3
の場合 [GG2, Main Theorem]の類似である．
定理 5.13を示すために，測地線の座標の群構造を用いた計算法 (補題 5.14)を紹介す
る．特殊ユニタリ群 SU(2)のリー環を su(2)とする．リー環 su(2)とR3 を
(5.17) su(2) 3
 
ix3  x2 + ix1
x2 + ix1  ix3
!
7 ! (x1; x2; x3) 2 R3
と同一視する．リー環 su(2)に，キリング計量の定数倍の内積
(5.18) hX;Y isu(2) =  (1=2) trace(XY ); hX;Xisu(2) = detX; (X; Y 2 su(2))
を与えると，(su(2); h ; isu(2))とR3は等長的である．このとき，写像L, R : L(S3)! S2
を
(5.19) L([]) :=   1 0; R([]) :=  0  1
と定める．ただし，S2 は su(2) = R3 の単位球面である．(5.19)の 2つの式の右辺はそ
れぞれ []の代表元 によらない．実際，任意の単位速さを持つ測地線  = (t) 2 SU(2)
は SU(2)の元 A, B を用いて  = Ac(t)B 1 と表せるが，このとき
((t)) 1 0(t) = iB3B 1; 0(t) ((t)) 1 = iA3A 1
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となるので，((t)) 1 0(t)と 0(t) ((t)) 1は tに依存しないためである．写像 (L;R) :
L(S3)! S2S2 と，ミニツイスター複素構造 Jtwに両立する座標系 (1; 2) : L(S3)!
C^  C^ は，以下のように立体射影を通して同一視できる．
補題 5.14. 球面 S2 とリーマン球面 C^ を，立体射影
N : su(2)  S2 3
 
ix3  x2 + ix1
x2 + ix1  ix3
!
7 ! x1 + ix2
1  x3 2 C^
により同一視するとき，1 = N (R); 2 = N (L)となる．
証明. 測地線 1;2(t)を補題 3.2 のように定める．このとき，(R(1;2)) = 1,
(L(
1;2)) = 2 となるので主張が従う．
定理 5.13の証明. 誘導計量 F Gtwの断面曲率をKtw，f の主曲率を 1; 2とする
とき，適当な点 p0 2 2 において，ある 0でない実数 c0 を用いて
(5.20) ((1)u(2)v   (1)v(2)u) (p0) = c0Ktw(p0)
(ただし (u; v)は 2 の局所座標系)となることを示せばよい．
点 p0の適当な近傍で定義された f の単位法線ベクトル を固定する．式 (5.1)のよう
に 0; 1; 2; 3 2 SU(2)を定める．適当な S3 の等長変換を考えると，一般性を失わず
に f(p0) = 0; (p0) = 3 であったとしてよい．このとき，f の法線叢 F : 2 ! L(S3)
は F = [f;(t)]と表される．ただし f;(t) = (cos t)f + (sin t) とする (式 (2.3)参照)．
立体射影






1 + Re a1
(Im a2;Re a2; Im a1) 2 R3
の逆を考えると，fは p0 2 2の近傍上で局所的に定義された関数  = (u; v),  = (u; v),
 = (u; v)を用いて
f(u; v) =
1
1 + 2 + 2 + 2
 
1  2   2   2 + 2i 2(  + i)
2( + i) 1  2   2   2   2i
!
と表される．点 p0を中心とする2の局所座標系 (U ;u; v)を fu(0; 0) = 1; fv(0; 0) = 2
を満たすようにとると，関数  = (u; v),  = (u; v),  = (u; v)は p0 = (0; 0)において
(0; 0) = (0; 0) = (0; 0) = v(0; 0) = u(0; 0) = u(0; 0) = v(0; 0) = 0;
u(0; 0) = v(0; 0) = 1=2
を満たす．曲面 f は臍点を持たないので，f の外的曲率を Kext，平均曲率を H とする
とき，
% := (H2  Kext)(p0) = (uu(0; 0)  vv(0; 0))2 + 4(uv(0; 0))2
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は 0でない．このとき，式 (5.20)の左辺は
(5.21) ((1)u(2)v   (1)v(2)u) (p0) = 4p
%
となる．ただし
 := (uu   vv)(uuvuvv   uuuvvv)  2uv(2uuv   2uvv   uuuuvv + uuvvvv)
+ 4(2C1 + C2
2
uu   C32vv   (C4uu   C5vv)2uv + 2C6uuuvvv)
  2(C7uuu   C8vvv   C9uuv + C10uvv)
である (右辺は p0 = (0; 0)での値)．ここで，C1;    ; C10 は




C2 := 2 (vv(uv + vv   uu) + uv(vv   2uv)) uv
  (vv(2uv   uu)  4uvuv + 9uuvv) vv
C3 := 2 (uu(uv + uu   vv) + uv(uu   2uv)) uv
  (uu(2uv   vv)  4uvuv + 9uuvv) uu
C4 := 3vvuu + 2uv(6uv + 2vv   3uu)  vv(2uv + 4vv + 7uu)
C5 := 3vvuu + 2uv(6uv + 2uu   3vv)  uu(2uv + 4uu + 7vv)
C6 := 4(uuvv   uuvv)  2(2uv   2uv) + 3(vvuv   uvuu) + 7(uuuv   uvvv)
C7 := vv (3vvvv + uv (4uv + 3vv))  uu(vvuv + 3vvvv) + 22uv(vv + 2uv)
C8 := uu (3uuuu + uv (4uv + 3uu))  vv(uuuv + 3uuuu) + 22uv(uu + 2uv)
C9 := vv (uu(vv   2uv) + uv(2uv + 4uu + 7vv) + 2uvvv)
  uu (uv(vv   6uv) + vvuu) + 22uv(4uv + 3vv + 2uu)
C10 := uu (vv(uu   2uv) + uv(2uv + 4vv + 7uu) + 2uvuu)
  vv (uv(uu   6uv) + uuvv) + 22uv(4uv + 3uu + 2vv)
としている (右辺はすべて p0 = (0; 0)での値)．
一方，f の法線叢 F : 2 ! L(S3) = S2  S2 を F = (F1; F2) とすると，補題 5.14
から，F1 =  f 1; F2 =  f 1 となる．式 (5.18)から，誘導計量 F Gtw は
F Gtw = (det(F1)u   det(F2)u) du2 + (det(F1)v   det(F2)v) dv2
  trace ((F1)u(F1)v   (F2)u(F2)v) du dv
と表されるので，F Gtw の p0 での断面曲率Ktw は
(5.22) Ktw(p0) =   
4%2
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となる．従って，式 (5.21)と式 (5.22)より
((1)u(2)v   (1)v(2)u) (p0) =  16% 32Ktw(p0)
となり，式 (5.20)が成り立つ．
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